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A) Ensemble:
Soit E un ensemble
1°) Appartenance:

Siaest un élément de, on note acE ; sib n’est pas élément de E, on nbteE.

2°) Sous-ensembles
— A est un sous-ensemble Besi et seulement si tout élémentAlest élément

deE. On note A C E (lire A inclusdansE).

— L’ensemble constitué par tous les sous-ensemblé&ssgenote 2(E).
Remarque

L’ensembleE est un sous-ensemble de lui-méme et I'ensembéenoté : @ , qui
ne contient aucun €lément, est un sous-ensemlide de

Exemple : Soitt ={1;2} ona 2(E)={E;¢;{1};{2} }.
— Si A est un sous ensemble de E I'ensemble des aterde E qui ne sont pas
dans A este complémentaire de.fOn note :C/ ; s'il n’y a pas d’ambiguité

sur E, A . (voir figure ci-dessous)

NE D

A={3;4}

3°)_Intersection:
— Si A et B sont deux sous-ensembles de E I'ensedddeléments communs

a A et B est appelé intersection de A et B ; orendtNB (lire A inter B).

Dénombrement Pageri8su Adama Traoré Professeur Lycéehnique



A “ B

P

ANB ={ x0OE; xOA et xOB} ; AnB={1;2}

— Lorsque A et B n’ont aucun élément en commun onulits sont disjoints
On a donc dans ce cAs\B =@ .

4°) Réunion:
— Si A et B sont deux sous-ensembles de E I'ensedddesléments qui

appartiennent a A ou a B est appelé réeunion deBA\ettnoté AUB
(lire A unionB). AUB = { x0OE; xOA ou xOB} ; AUB ={1;2;3;4}.

Remarque : (AB) C (AUB).

5°) Définition : onappelle différence de A et Botée ‘A — B 'ensemble des
eléments de A qui ne sont pas dans B.

Exemple: Trouver A — B puis B — A.

6°) Propriétés Classiques

a)La réunion et l'intersection sont commutatives
AUB =BUA et ANB=BnNA.

b) La réunion et I'intersection sont associatives
(AUB)UC = AU(BUC) et (A0B)NC = AN(BNC).

c) L’intersection est distributive par rapport a lion
AN(BUC) = (AnNB)U(BNC).

d) La réunion est distributive par rapport a I'intextsen
AU(BNC) = (AUB)N(AUC).

e)Lois de Morgan: AOB=A nB et AnB=AUOB.

fy AODA=E et AnA=¢

Dénombrement PagerBsu Adama Traoré Professeur Lycéehnique



B) Analyse Combinatoire:

|- Ensemble fini — Cardinal: soit n un entier naturel non nul

1- Définition 1 :

Lorsque un ensemble E a n éléments, on dit qué Ehemnsemble fini et que son
cardinal est n. On note alors Card (E) = n.

2- Exemple:

= E={a,b,c,d, g estunensemble finietcard E=5;
= SiE=¢, il comporte 0 élément et on pose card E=0
» Certains ensembles ne sont pas finis telsNyeR ; [0,1].

3- Cardinal d’'une réunion d’ensemble finis:

Activité : Dans une classe de terminale, tous l&ges étudient au moins I'anglais
ou I'allemand. 30 éleves étudient I'anglais, 20vé&étudient I'allemand et 15
éléves étudient I'anglais et I'allemand. Quel estiémbre d’éléves de cette classe ?
Réponse Désignons par E I'ensemble des éléves de cetsse] par A 'ensemble
des éleves qui étudient I'anglais et B I'ensemiele @eves qui étudient I'allemand.

E

Card A=30;CardB=20;;Card(AB)=15etE=AJB;
Donc Card E = card A + card B —card (AB) = 30 + 20 — 15 = 35.

Théoreme
Soient A et B des parties d’'un ensembile fini E.
Card (AUB) = Card A + Card B — Card (AB) .
Card (@) = CardA = Card E—Card A
RemarqueSi A et B sont disjoints alors Card|((/8) = Card A + Card B .

4- Produit cartésien d’ensembles finis

a) Définition 2: E et F sont deux ensembles finis et non videgroduit cartésien
de E par F, noté H-, est 'ensemble des couples (X ;y) atExet y=F.
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b) Exemple
- Soient les ensembles ={a;b} ; F={1,2;3} trouver E&xF, FxE.

1— (a,1)

y
X 1 2 3 /
2—(a, 2

a
X
a [(a,1) |(a2) |(@a3) / \3—(a,3)

__(b,1)
\b/l

b |(b1) |(b2) |(b.3) —2— (0,2

\3—(b , 3)

ExF={(@D;(@@2;@3;:bD;(b2;03 ]}

FxE ={(@a); @b); (2,a);(22,b); (3.a);(3.b) }.

Il y’a deux choix possibles pour x ; x étant fix§’a trois choix possibles poury.
Il en résulte gu’il y'a 6 couples (X ;y).

c)Théoréme: Si E et F sont deux ensembles finis tels que Eaxg et card F = n
alors ExF est un ensemble fini et cardx® = n p.
Si E = F, alors card (EE) = card (E?) = (cardE)>2.

5- p-listes _d’éléments d’un ensemble fini

a) Définition 3:

Soit E un ensemble fini non vide, p un nombre erstigérieur ou égal a 1.

On appellep-listed’élément de E (op-upletg toute liste (x; Xz ; X3 ... ; Xp) de p
éléments de E.

L’ensemble de ces p-listes sera nate

b) Exemple 1: on lance un jeton de 10F, on note la face app&uis.un dé dont
les faces sont numérotées de 1 a 6. Quel eshibnecde résultats possibles ?
Réponse A={P;F} B={1;2;3;4;5;6} ; Nombre de résultats =x6 = 12.
c) Exemple 2:

La Bank of Africa MALLI veut établir pour ses clisnine carte de crédit

« SESAME » dont le code est composé de quatraesjffous distinct de zéro.
Quel est le nombre de carte « SESAME » qu’elle pendttre ?

Réponse Un code s’écrira XX, XsX4 ol les x(1<i < 4) sont les éléments de
I'ensembleE ={ 1;2;3;4;5;6;7;8;9}. Il y en aura autant que de 4-listes
(ou quadruplets) d’éléments de E, soft Bonc 6 561 cartes possibles.
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Remarques :

-Ry/ Chaque cas correspond a une application d’un ende de 9 éléments vers un
ensemble de 4 éléments.

-R,/ Déterminer le nombre de carte revient a dénoml@erombre de 4-listes ou
de quadruplets d’éléments de E.

-Ry/ Plus généralement le nombre d’application gel&ns E est : If.

d) Théoreme:

Soit E un ensemble a n éléments, et soit p unrerdierel non nul.

Le nombre de p-listes de E eS8t n

6- Ensemble des parties d’'un ensemble fini

Pour déterminer I'ensemble des parties d’'un enseialvloté P(E) on construit
I'arbre des parties de E. Sdit={a;b;c}

/{a,b,c}

y M W
/{a , C}

—(a}

\b i )
\ \{b}

{C}
{ }

P(E) ={{a:b;c};{ab};{a;c}i{a}{bichi{b};{c} o}
Théoréme:
Le nombre des parties d’un ensemble a n élémengS. es

7- Arrangement de p éléments d’'un ensemble fini

a) Définition 4 :
Soit p un nombre entier supérieur ou égal a unneensemble fini non vide.
Un arrangement de p élémedisE, estine p-listed’élémentsleux a deux
distincts de E.
b) Exemple :
Une urne contient 15 boules numérotées de 1 ari®nQire 3, une a une, sans
remise. Combien y’a-t-il de tirages possibles ?
Réponse le résultat d’un tirage peut se représenter partriplet (x ; X, ; Xs) ol
X, désigne le numéro de la"1boule tirée ;
X, désigne le numéro de I&2boule tirée ;
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xs désigne le numéro de 1&%3boule tirée .

Pour x il y'a 15 numéros possibles ; pouriky’a 14 numéros possibles et pour x
il y’a 13 numéros possibles.

Le nombre de tirage possible est donc x18x13 = 2 730.

c) Théoréme

Soit E un ensemble a n éléments et p un entiguiell p < n. Le nombre
d’arrangement a p éléments est nafe=nx(n-1)x.......... x(n-p+1).

A =15x14x13=2730.

d) Permutation (cas particulier)

Si n = p ,on appelle permutatiothe E un arrangement a n éléments de E. Il y'a
donc A] =nx(n-1)x(n-2)x....x3x2x1 permutations.
Cet nombre est notén:! (lire factorielle n).

n!=nm(n-1)x(n-2)x..... x3x2x1 et0!=11!=1par convention.

Par exempleona: 5! =x8x3x2x1 =120

10! =3Ox8x7x6x5x4x 3x2x1 = 3 628 800
- Théoreme
Soit E un ensemble a n éléments. Le nombre de pations des éléments de E est
égalan!.
- Exemple: Un parieur a sélectionné trois chevaux avealelsgl veut composer
son tiercé. De combien de facon dispose- t-il pesiclasser dans 'ordre ?
Réponse : Le nombre de fagcon est=3%6 fagons.

8- Combinaison de p éléments d’'un ensemble fini

a) Définition : Soit n un nombre entier supérieur ou égal a wm pombre entier
compris entre zéro et n. On appelle combinaisom éléments d’un ensemble E
fini, toute partie de E ayant p éléments.

Exemple : soit E ={a; b; c} un ensemble a 3r@ats. Les parties de E ayant 2
élémentssont:{a;b};{a;c};{b;c}.

b) Théoreme:
Soit n un nombre entier supérieur ou égal a um pambre entier tel que :<p<
n. Le nombre de combinaison a p éléments de Hénmedéts est noté :

CP ou [gj et donné par la formule :

; C2=1 ;G=1;C =n
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Exemples Calculer G et G,

C2 = 8x7 _ g L Ci = 50x 49x 48
2x1 3x2x1

C? =1 signifie : il y a en effet une seule partidesi

C: = n signifie : il y a en effet n singleton dansamsemble a n éléments ;

C; =1 signifie : il y a en effet une seule partieipé.

=19600.

9- Pour s’y retrouver dans les différents tirages

Avec remise n? p-listes
Sans remise A’ Arrangements C? Combinaisons
Exercices:

Un sac contient 9 jetons numérotés : 1;2 ;3546 ;7;8;09.

a) On tire 3 jetons successivement, en remettandque fois le jeton tiré dans le
sac avant de tirer le suivant. On écrit cOte a cbéeun des 3 chiffres tirés, dans
I'ordre du tirage, formant ainsi un nombre de 3fobs. Combien peut-on obtenir
de résultats différents ?. Exemples de résult2®®:; 551 ; 333 ; 124 ; 421...
Réponse : Il s’agit de triplets (3-listes) ; leusmbre est : § = 729.

b) On procede au tirage de 3 jetons successivemaig,sans remise. On place les
jetons cbte a c6te dans I'ordre du tirage. Comt&peut-on former ainsi de
nombres de 3 chiffres ?. Exemples de résultats ; 331 ; 145 ; ...

Réponse : Il s’agit d’arrangements? A 9x8x7 =504.

c) On procede au tirage de 3 jetons simultanén@arhbien peut-on obtenir de
résultats différents ?. Exemple de résultats ; 825} ;{4;5; 8} ...

Réponse : Il s’agit de combinaisons. On ne tiestgampte de l'ordre :
{2;3;5}=1{3;2;5}={5;3; 2} lly'adonc C résultats possibles.
C3 = 9x8x7

3 =84,
3x2x1

[I- Propriétés de AP et deCP :
1) Expression deAP? et deCP al'aide de factorielles:

EnposantO!=1ona:

n etpour G p<n, C° = n

ourkp=sn, A} = S L
POUT =P (n-p)! pl (n-p)’
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2) Triangle de Pascal et propriétés deG P :

Disposons des Cdans un tableau a double entrée, appelé triamgRadcal.

P 0 1 2 3 4 | ...
n
0 Cg X X X X | e
1 Cf C} x X S
2 o C C: x < |
3 C? ct c? C3 | ..
4 Ce Ct c? C: c: | ...
ct - + - Pt - = chi

Remplacons chaquefCpar sa valeur on obtient :

— Propriétés

P) PourO<p=<n,

P,) PourO<p=<n,

p+tl — P p+l .
1 T c:n + Cn ’

1

1
1
1
1
1

1 Triangle de PASCAL

21
313
4461
5105 1

Q=G

3) Formule du binbme de Newton :

(a+b}=1a+1b;(a+b)2=2a2+2ab+ 1b?2; (a*h)ad + 3a2b + 3ab? + fb

Nous admettons que :

4+6=10

(a+by = Zn:Cnp a" Pb? (appelé Formule du binbme de Newton)

Exemples

(x + 2F X° + 10X + 40%X + 80X + 80x + 32.
(x —¥)= 1¥ — 4Xy + 6Xy* — 4xy’ + 1y
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