COURS ARITHMETIQUE
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

Ensemble N des entiers naturels

| — Propriétés deN:
1- Propriétés de I'addition dans N:
L’opération + est une loi de composition interne dans N;
VaeN;VbeN,(a+hb) e N.
— Laloi + estcommutative dans N : V (a;b) e N2 Jja+b=Db+a.
— Laloi + est associative dans N :V(a;b;c)eN3, (a+b)+c=a+(b+cC);
— Oestlélémentneutrede+dansN:Va eN:a+0=0+a
— Tout élément de N est simplifiable ou régulier pour + dans N :
V(x;y;z) eN3,x+z=y+z = x=y.

2 - Propriétés de la multiplication dans N:
La loi X est une loi de composition interne dans N;
— Laloi X est commutative et associative dans N :
— 1 est I'élément neutre pourla X dans N ;
— Tout élément non nul est simplifiable ou régulier par la X.

3 — Exemple de raisonnement par récurrence dan:

4n+2
-4

Démontrer par récurrence que V. n € N ; 3™ est divisible par 11.

-0 --
Pourn=0 3°-4?=27-16 =11 est divisible par 11.
Supposons que 3 " — 4 *"*2 est divisible par 11, montrons que
est divisible par 11. 3 ("D _ 4 42 — g ntd g1 442 5 44

=3 x 3™ 256 x 4 "2
=3 x 3™ _(253+3) x 4 "2
=3(83™3 -4 M%) _ 11 x23 x 4 ™2
Puisque 3 " — 4 *"™2 est divisible par 11 il existe un nombre k tel que :
3™3_ 4211k et il existe k' tel que : —11x23x4 *™? = — 11K
Dot 3 MY _ 44D = 3 5 11k — 11K
o 3 MDB_ 442 = 11 (3k—k’) est divisible par 11.

D’aprés le principe de récurrence VneN; 3 " — 4 4" est divisible par 11.

3 (n+1)+3 _ 4 4(n+1)+2
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4 — Relation d'ordre « < »:
« < » est une relation d’ordre total sur N.
Réflexive: V x e N, x <x;

Antisymeétrique : V (x;y) € N2 {);ii = X=Y
Transitive : V (x;y;z) € N3 {);?Z/: X<z,

Deux éléments de N sont toujours comparables : V(x ; y)eN2 x <youy < x.
Il — Division euclidienne dansN:

1- Activité :On donne a = 71 et b = 8. Trouver deux entiers g et r tels que :

a=bq +ravec 0<r < b. Que représente q etr ?.
-0-

71=(8x8)+7=>9=8et r=7.q=8estle quotient ; r =7 est le reste.

2 — Théoreme et définition :
V(a; b)eNxN", il existe un couple unique (q ;r) tels que a = bq + r avec 0<r< b.
a = dividende ; b = diviseur ; g = quotient ; r = reste.

Il — Systémes de numération

1- Activité : Ecrire 45 en base 3.

45 | 3
15 15 3
5 .
0 3 45 =1200"

2 — Développement d’'un entier selon une basé de numération :
a) Théoréme :Soit b un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour tout nombre
entier naturel non nul x, il existe une et une seule suite finie

(ap;as; ..... - TR ;a,) de nombres entiers naturels telles que :
- Vi=0a(n-1);0 <a;<b;
- O0<ay< b;
- X=ag+ta xb+a xbi+....... +a,xb".
- L'écriture x=apg+a;xb+a,xb?+........ + a,xb" est appelée le

développement du nombre x dans la base b.
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Exemple : On donne x =19473 etb = 9.

Donner le développement du nombre x dans la base neuf.

19473 9 2163 9 240| 9 26 | 9 2 | 9
6 [2163 3 | 240 g |26 8 2 210

X=6+3x9+6x9%+8x9°%+2x9%= 28636 d’ ol 19473 =8636

b) Définition :
Si le développement du nombre x en base b est :
X = a,xb"+ a,  xb"t +....+ a, x b® + a; x b + ay alors x s'écrit:

_ (b)
X=a,8,_1.--3y -

On dit qu'on a représenté x dans le systeme de numération a base b.
Remarques :
— Chaque nombre est strictement inférieur a la base b et représenté par un
symbole appelé chiffre.
Les symboles utilisés dans la base dixsont:0;1;2;3;4;5;6;7;8;09.
— Si la base b est supérieur a dix on utilise les lettres A;B; C ;D ;..... pour
représenter les nombres appartenants a [10 ; b[. A=dix ; B =onze; C = douze;
D = treize.

Exemple : Ecrire 19473 en base treize.

10473 13 1497 13 115| 13 g |13
12 (1497 2 (115 118 8 0

(13)

19473 =8B2C ou 19473 8B2C

treize

3 — Principales bases :

a) Systeme de numération décimale (ou systeme a dag :

Les chiffressont:0;1;2;3;4;5;6;7;8;09.

Le nombre a = 2.10° + 5. 10° + 3. 10 + 1 s’écrit a = 2531,, ou a = 2531.
b) Systéme binaire (ou systeme a base deux) :

C’est la plus petite base rencontrée, les chiffres utilisés sont : 0 et 1.
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Exemple : Ecrire 12 en base deux.

12 2 6| 2 3 |2 1 |2
0 |6 0 3 1 |1 1 0
12 = 110¢”

c) Le systéeme hexadécimal (ou a base seize) :
Les chiffres utiliséssont:0:1:2:3;4:5:6;7:8;9;A;:B;C:D; E;F;

Exemple : Ecrire en base seize le nombre x = 748.

A~ 16)

On obtient 748 = 2EC .
4 — Opérations dans la base deux :

a) Addition : Dresser la table d’addition en base deux puis effectuer :
1101101” + 1011,

-0 --
/ + 0 1 report — 1111
1101101
0 0 1 + 1011
..................... e
1 1 10 = 1111000

b) Multiplication : Dresser la table de multiplication en base deux puis
effectuer : 1101101 x 1011°.

f’ 1 1101101
X 0 x 1011
0 | o |° FECIELIN
1101101
1 0 1 1101101
(2)
= 10010101111
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Ensemble Z des entiers relatifs

7 ={..... —3:-2:-1:0:1:2:3;......... }
| — Extension de la division euclidienne &:
Théoréme : Quels que soient les entiers relatifs a et b (a #b) il existe un couple
unique (q ;r) d’entiers relatifs tel que a =bqg + ravec 0 < r < |b|.
Exemple : soita=—1992 et b =— 5 trouver (q ; r) € Z* tel que:
a=Dbqg+ravecO <r < |b|]. Effectuons la division euclidienne de |a| par |b|.
1992 =398 x5+2 < —-1992=-398 x5-2 & —-1992=(-5)x398 +3-5

& —1992=(-5)x@B98+1)+3 < —1992=(-5) x(399) +3;
doncg=399etr=3.

1 — Ensemble des multiples d’'un nombre :

- Définition : Soit a et b deux entiers relatifs ; a est un multiple de b si et
seulement si il existe un nombre entier relatif k tel que a =k b.

. (aestmultipledeb) & @@A'keZ /a=kxb).

. (aestmultiple de b, b£0) < ( % a pour reste 0)

Remarque :
L’ensemble des multiples de a est noté : aZ ={.... ,—2a;—a;0;a;2a;....}.
Exemple: 7Z={....;-14;-7;0;7;14;....} ; 0Z={0} ; 1Z=1.

2 — Ensemble des diviseurs d’'un nombre :
a) Définition: Soit a € Zetb € 7*.

On dit que b est un diviseur de a, ou que b divise a si et seulement si a est un
multiple de b. On note : b/a « lire b divise a ».

b) Propriétés : La relation (../..) est une relation d’ordre partiel sur N*,

c) Notations : L’ensemble des diviseurs d’un entier relatif est noté :
P, ou div (a).

Dans la recherche de I'ensemble des diviseurs d’'un nombre on se limitera aux
diviseurs positifs.

Exemples : div+(10)={1;2;5;10};div(0)={...;-2;-1;1;2; ...}
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d) Détermination de I'ensemble des diviseurs d’'un n ombre:

Exemple : a = 30 ; nous savons a priori que 1 et 30 sont des diviseurs de 30.
On cherche les diviseurs p de 30 compris entre 2 et +/a c'est-a-dire

pe[2:430] = pe {2;3;4;5}.p=2 = 30=2x15;p=3= 30=3x10;

p=4nedivisepas30;p=5= 30=5x6.
Donc I'ensemble des diviseurs de 30 est :
Pyp={-30;-15;-10;-6;-5;-3;-2;-1;1;2;3;5;6;10;15;30}.

Il — Nombres Premiers
1- Définition : On appelle nombre premier tout élément ade N — {0 ; 1} qui

admet comme diviseurs (—a ; -1 ; 1; a) dans Z*. Donc par définition 1 n’est pas
premier. 2;3;5;7; ..... sont premiers, par contre 4 ;6 ;8 ; 10 ; ....ne sont pas
premiers.

Remarque : aestpremier <« (-a)estpremier <  |a| est premier.

Il est donc suffisant d’étudier les nombres premiers dans N.
Un entier naturel a est dit premier s’il est difféerent de 1 et admet comme diviseurs
leta.

2- Recherche des entiers naturels premiers:

Pour étudier si un entierade N — {0 ; 1} est premier on peut rechercher
I'ensemble des diviseurs de a: 9, .
= Si 9,={0; 1} alors a est premier;
= Sj aucun nombre premier compris au sens large entre 2 et +/a, ne divise
pas a, alors a est premier.

Exemple : 97 est-il premier ?
- Crible d’Eratosthéne :
Cherchons les nombres premiers inférieurs ou égaux a 40.

2 3 45 6 7 § 9 1011
12 13 14 15 16 17 18719 20
27 23 24 25 26-27 2829 30 31
32 33 .34 35 36 37 38 39 40

Les nombres premiers inférieurs a 40 sont :
2;3;5;7;11;13;17;19;23;29; 31; 37. Verifions si 97 est premier.

Pour cela on cherche les nombres p compris entre 2 et 1/97 ~9,84 =
pe{2;3;5;7}.2+97;3 %97 ;5% 97 ; 7+ 97 donc 97 est premier.

Remarque : L'ensemble des nombres premiers est infini.
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Il — Congruence modulo n — AnneauxZ /nZ:

1— Définition :
Soitn € N* et x ; x” deux entiers relatifs. On dit que x est congrue a x’ modulo n

si et seulement (x — x’) est un multiple de n.
Notation : X = x’ [n] « se lit x congrue a x’ modulo n ».

Comme exemple 15 =1 [7].
.VxeZ, Vx €eZ,x=x"[nN] & (x=-x)enZ .
2— Propriété caractéristique : Soitne N*: V (x:x’) € Z°

X=X [n] & (xetx ont méme reste dans la division euclidienne par n)

3 — Propriété de la congruence modulo n :

o Réflexivité : Soitne N*; Vx € Z;x=x][n].
En effet : x = x[n] carx—x=0=0xn.
e Symétrie: Vxe Z;Vx'e Z;x=x"[n] & x’=x [n].
Eneffet x=x’ [nN] ©3keZ /x—x’ =kn < —x+x'=—kn < x’=x[n].

« Transitivitt: V (x ; x’; xX’) € Z° {XEX'[n]

o x"[n] = XEX"[I’]].

= x-x"=(k+k')n - x=x" [n] .

En effet : {szl[n] {X_Xlzkn

x'Ex"[n] ~ \x-x"=k'n

Conclusion : la relation de « = » modulo n est une relation d’équivalence.

— Régles de calculs sur la congruence modulo n :
Soit(n; k) e (N*)?:(x:y;z;t)eZ"

R;) Si {);EE:/[[:]] alors (x+2)=(y+t)[n] ;

R,) Si {);EE:/[[:]] alors (xx2z)=(yxt) [n] ;

Rs) Si x=y[n] alors x*=y* [n].
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4 — Structure d’anneaux -Anneaux Z InZ:

a) - Structure d’anneau :
— Définition : L’ensemble A est muni de + et de X.

On dit que (A ; +; X) est un anneau si et seulement si :
= (A;+) estun groupe commutatif ;

» Laloi X est associative et distributive par rapport a +.
De plus si la deuxieme loi est commutative on dit que A est un anneau
commutatif.
Si la deuxieme loi admet un élément neutre, on dit que A est un anneau

commutatif unitaire (ou uniféere). Exemple : (Z ; + ; x) est un anneau unifere.

b)-Anneau ( Z/nZ: +:x):

» Classes modulo n: Nous savons que la congruence modulo n est une
relation d’équivalence sur Z. On appelle classe d'un élément a I'ensemble

des éléments qui sont en relation avec a. On note : cl(a) ou a selit
«classe de a ».

= Activité : Dans la congruence modulo 3
1) Donnez 0;1;2;3; 4;5;6;3n;3n+1; 3n+2. Que remarque-t-on ?
2) Déterminer 0Nl; 0N2; 1N2 ;
3) Comparer 0U1UJ2 et Z.

Solution
1) ():{ ...... 1—6:-3;0:3:6:9:12;...} = 3=-6=9.
-6;-3;0;3;6;...... sont les représentants de la classe de zéro.
i:{ ...... ;—8,-5:;1;4 ;7;10;13;....} ; 2={ ...... y—7;-4,-1;, 2,5 ;8;11;14;....}

3=0; 4=1;5=2;6=0; 3n=0; 3n+l=1;3n+2 =2.
On remarque que dans la congruence modulo 3 il n'y a que 3 classes : 0:1;2.

L’ensemble des classes modulo 3 est noté : 7 /37 et s’appelle ensemble
quotient.

2) 0N1=0: 0N2=0:1N2=0 ;0; 1: 2 sont disjoints deux a deux.
3) oUU2=Z.
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Conclusion : On dit que la relation de congruence modulo 3 définie donc une

partition de Z en 3 classes (autant que de restes possibles dans la division
euclidienne par 3).

sont les restes possibles dans la division euclidienne par n.
Remarque : La classe d’'un élément a est généralement représentée par le plus
petit élément positif ou nul de cette classe.

Exemple : Dans Z /57 on a: cl(16) est notée 1; cl(-=12) est notee 3.
V(X:Y)€ 72, x=y = x=y[n|

= QOpérationsdans Z/nZ:
> Addition: Soitn e N - {0: 1}, dans Z /nZ on définit une loi de
composition interne notée + et définie par : Vx e ZinZ ; ¥ y € Z/nZ;
X+y=x+y .
La loi + est appelée la loi quotient du + par la congruence modulo n.
Exemple : Dresser la table d’addition dans 7Z/3Z etdans Z/47 .

» Multiplication : De facon analogue dans Z /nZ on définit une loi de
composition interne notée x et définie par : Vx e ZInZ N y € Z/nZ
La loi x est appelée la loi quotient du X par la congruence modulo n.

Exemple : Dresser la table de multiplication dans 7 /57.
5 — Anneau integre

a) Définition et propriété :
On dit qu’'un anneau commutatif A est intégre si et seulement si Vx € A ;Vye A ;
Xxy=0 =>x=0 ouy=0.

(L’anneau commutatif A estintegre) < (xxy=0 = x=0o0uy=0)
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Exemple : (Z ; +; x) est un anneau integre par contre : (Z/9Z7 ; +; x) est non
integre car 6%x 3=0 mais 6 et3 sonttous non nuls dans Z/9Z. On dit que 6 et3

sont des diviseurs de zéro dans Z/97. Plus généralement dans un anneau
commutatif unifere, s’ils existent deux éléments non nuls dont le produit est nul :
v' Ces éléments sont des diviseurs de zéro ;
v' L’'anneau est non integre.
ax=bx

b) Dans un anneau integre : { Cyz0 = 27 b. Ceci est faux dans un anneau
et X

non intégre. Dans Z/4Z on a: 2%2=2%0 mais 2%0.
c) Sinestpremier ( Z/nZ ; +; x) est anneau integre.

d) Sin n'est pas premier , il existe dans Z/nZ des diviseurs de zéro; Z/nZ est
un anneau non integre.

Exercice : Montrer que V n € N, 4"+ 15n — 1 est divisible par 9.
1°"® Méthode : (Raisonnons par récurrence)

Il suffit de montrer que 4"+ 15n-1=0[9] < 4 +15n-1=0 <4 =3n+1.
Sin=0alors | 4 71 vraie.
3n+1=1

o (n¥1) .
Supposons 4 =3n+1 et montrons que 4  =3(n+1)+1.

. N+l <N . N+l . N+l . . . . o N+l

4 =4 x4=4@n+1) <4 =12n+4<>4 =3n+4=3n+3+1<4  =3n+1)+1. Dol V
ne N, 4"+ 15n -1 est divisible par 9.

2°™M¢ Méthode : (restes de la division de 4" par 9)

4° =1 [9] période = 3

4*=419] doncV keN, 4%* =119]

4% =719] 43t = 419

4* =1[9] 432 =719] .

-Sin=3kona: 4" = 1[9]
15n = 0 [9]
—1=8]9]

4" +15n—1 = 0[9]
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-Sin=3k+1 ona: 4" = 4]9]
15n = 6 [9]
—1=8]9]

4" +15n—-1=0][9]
-Sin=3k+2 ona: 4" = 7][9]
15n = 3 [9]
—1=8]9]

4" +15n—1 = 0[9].

D'ou V ne N, 4"+ 15n - 1 est divisible par 9.
3°™M® Méthode : on peut aussi calculer les valeurs prlses par 4"+15n -1

lorsqu’on substitue a n les valeurs respectlves 0:1:2:3:4:5:6:7;8.
6 — Equations dansZ/nZ ; +; x ) :

a) Equations ax +b=0 : résoudre dans Z/5Z ; 2x+1=0 ;

1% méthode : Z/5Z={ 0;1:2;3; 4 }

X 0 1 2 3 4
2X 0 2 4 1 3
X + 1 1 3 0 2 4
2°™ méthode :

Définition : un élément a de Z/nZ est dit inversible si et seulement si il existe un
élément noté :a* detel que: a x a* = 1. a* est appelé 'inverse de a.

- Dans I'équation ax + b= 0, si a est inversible on multiplie les deux membres par

al. éx+i=f), 2 est inversible dans Z/5Z et son inverse est 3.

2x+1=0<> 6x+3=0 & x=2.

b) Equations : ax?+bx+c=0 :

Exemple 1 : résoudre dans Z/7Z : x*+ 2x +6=0.
X2+ 2X+620 (x+1)?-1+6 =0 (x+1)? + 5= 0> (x+1)2 - 2=0 comme 4x4=2
alors (x+'1)2—(4)2=(')<:> (x+'1—4) (x+'1+4):(') puisque Z/7Z estun anneau
integre, on a :
(x—é) (x+é):b©x—é:b - x:é ou x+5:6 o x:—é o x:é ; 82{23}
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Exemple 2 : résoudre dans Z/13Z : x* + X +6=0.
. .1
En général si n est premier on cherche I'inverse de 2 noté 2 et on multiplie b
-1

par2x2 . 7 estlinverse de 2. x>+ X +6=0 < X2 +(2x7)X+6=0 <

(X+7)2-72+6=0 < (x+7)2+9=0 < (x+7)?-4=0 < (x+5) (x+9)=0 puisque
I'anneau est integre on a:

x+é=b = x:é ou w+é=b = x:—éc»xzﬁ; S:{A;é}.

Exemple 3 : résoudre dans 7/6Z X2 + X +6=0.
Z/6Z est un anneau non integre car 6 n’est pas premier, donc admet des
diviseurs de zéro: 2 : 3: 4 . Les paires de diviseurs associés sont :

{'2;'3};{%;:1} X HX+6=0 XX +X=0 < X(X+1) =0

x=0 X:? ou X=2 X2 y=3 ou{ X33, . !*73 impossible
x+1=0 X=5 x+1=3 (x=2 X+1=2 x=1
ou X.=4. = Xz?’ impossible ou Xf3. - X=.3 = x=3 s={o; 2;3;5 }
X+1=3 x=1 X+1=4 X=3

Autre méthode : puisque n est petit nombre.

X 0 1 2 3 4 5
2 .
0 1 4 3 4 1
2 .
X"+ X 0 2 0 0 2 0

L’ensemble des solutions est : Sz{ 0:2:3; é}.
7 — Systéemes d’équations

a) Résolvez dans Z/67 le systeme {2X~4Y=2
X+5y=2

b) Résolvez dans Z/6Z le systéme {3**+6Y=5
5x+2y=3
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a) méthode : (substitution)

Mise en garde : Z/6Z étant non intégre ne jamais essayer de simplifier une
des équations.

2x-4y=2 O (9 5 x=-5y+2,
x+5y=2 (2
en remplacant x par sa valeur dans (1) on a:
'2(.2—.5y)—3fy=.2 = ;1—1'Oy—3fy:.2«:» A+21y='2«=> ;1y=;1; yD{l; 4}
* siy=ia|orsx=é
* sy = 4 alors x = 0 ; S:{(é;.l);(b;h) }
8 — Critéres de divisibilité

e Divisibilité par 2: Un nombre est divisible par 2 s’il est terminé par O ; ou
2; 0u4d;oub;ou8.

» Divisibilité par 3: Un nombre est divisible par 3 si la somme des ses
chiffres est divisible par 3.

» Divisibilité par 4 :  Un nombre est divisible par 4 si le nombre constitué de
ses deux derniers chiffres de la gauche vers la droite est divisible par 4.

» Divisibilité par 11 : Un nombre est divisible par 11 si la somme de ses
chiffres de rang impair moins la somme de ses chiffres de rang pair
(de la droite vers la gauche) est divisible par 11.

Exemple : _
Soit x=437195
e

5-9+4+1-7+3-4=-11divisible par 11 donc x est divisible par 11.
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Plus Petit Commun Multiple — Plus Grand Commun Divi  seur .

| — Plus petit commun multiple de deux nombres :

1) Exemple : Trouver 2ZN37Z ; que représente 2ZN37Z . Quel est le plus petit
élément positif non nul de 2ZN3Z ?

27 ={..;-6,-4;-2;0;2:4;6;8; ...}

37=1{..;-9,-6;,-3;0;3;6;9;12; ...}

27N37 ={...;-12,-6;0;6;12;6;9;12; ...} =6Z.

Le plus petit élément positif non nul de 2ZN3Z est 6. Cet élément est appelé le
plus petit commun multiple a2 et 3. On note : P.P.CM(2;3)=60u2v3=6 .

2) Définition : Soit a et b deux éléments de Z*. On appelle plus petit commun
multiple de a et b, le plus petit élément positif non nul de aZnbZ .
Onnote: PPCM(a;b)ou aVv b

Exemple : PPCM(-3;5) = 15.

3) Théoreme Fondamental:
L’ensemble des multiples communs a deux nombres est I'ensemble des

multiples de leur PPCM. Autrement dit, lorsque PPCM(a;b)=p ona:
» a/NbZ =y 7 ;

» Vme Z, [ mestmultipledeaetb] < [m estmultiple de .
4) Propriétés:
P1) Soient a et b deux entiers relatifs non nuls
V ke N*, PPCM (k a; kb) =k x PPCM(a ; b).
P,) Tout nombre divisible par a et par b n’est pas toujours divisible par axb.
Exemple : 20 est divisible par 4 et par 10 ; mais 20 n’est pas divisible par 40.
[l — Plus grand commun diviseur de deux nombres :
1) Exemple : Soita = 12 et b = 8. Déterminer I'ensemble des diviseurs positifs

de 12 et de 8. Quel est le plus grand élément de D1,NDg .
-0 --

P,={1:;2:;3;4:6:;12}; D»,={1:;2;4:8;}alorsa: D,NDg={1;2;4}.
4 est le plus grand élément. On note : P.G.C.D (12;8)=4 ou 12A8=4 .
2) Définition : Soit a et b deux éléments de Z*. On appelle plus grand commun
diviseur de a et b, le plus grand élément de :9.N 9D, .

Onnote: PGCD (a;b)ou aADb.
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3) Théoreme Fondamental:
Lorsque PGCD(a;b)= dona:
s D.NDy=Ds;
e VdeZ*, [dlaetd/b < d/d].

4) Détermination pratique du PGCD de deux nombres:
a) 1°° méthode : (Prendre le max de D.N D).

Elle est bonne lorsque a et b sont des petits nombres.
b) 2°™® méthode : on utilise la propriété suivante, pour tout nombre
entier relatif non nul ; P.G.C.D(x;y) =P.G.C.D (x-Yy;Yy) .
Exemple : x =924 ety = 336.
PGCD(924 ; 336) = PGCD(924-336 ; 336) = PGCD(588 ; 336)
= PGCD(588-336 ; 336) = PGCD(336 ; 252) = PGCD(252 ; 84)
=PGCD(168 ; 84) PGCD(84 ; 84) = 84.
c) 3°™ méthode : (Algorithme d’Euclide).
Propriété (P) : PGCD(a ; b) =PGCD(b ;r)avec a=bqg +r.
Exemple : a=5775etb = 784.

5775 =7 x784 + 287. Donc PGCD(5775 ; 784) = PGCD( 784 ; 287).
En réitérant 7 fois la propriété (P) on obtient le tableau ci-dessous.

a 5775 | 784 | 287 | 210 77 56 21 14
b; 784 | 287 | 210 77 56 21 14 7
I 287 | 210 I 56 21 14 7 0

Le PGCD cherché est le dernier reste non nul. D'ou PGCD(5775 ; 784) = 7.

5) Nombres étrangers (ou nombres premiers entre eux ) :
a) Définition : Sia A b =1 alors on dit que a et b sont étrangers.
b) Théoreme de Bézout :

Deux entiers non nuls a et b sont dits étrangers s'il existe deux entiers relatifs
ket ltelque:ak+b ¥ =1.
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- Formulation : [aAb=1l< [T (k; H)eZ2 | ak+b¥=1]

- Exemple: Déterminer 354A25 et trouver deux entiers relatifs ket £ tel que :

354k + 25¢ =1.
Divisions 354 25 4 1
Quotients 14 6 4
Restes 4 1 0

354=25%x14+4 = 4=354-25 x4,
25=6x4+1 > 1=25-6x14

1=25-6x(354-25%x14) & 1=25-6x354 +25x84) <
1 = 354x(— 6) + 25x( 85)
Dol k=—6et ¥ =85.

c) Théoreme de GAUSS :
V (a;b;c)e(Z*)3,sialbcetaestétranger a b alors al/c.

Si al/bc

Alors alc
et a Ob=1
d) Propriétés :

a, Ob=1

PV (a7 8215) (22, [PGOD(as: 2 D)=1 < | 1;
a, Ub=1
a, Ua, =1
P,) V (a;;a,)e(Z*)?, VneZ al/n = aa,/n;
a,/n
P;) SiaAb=1alors aAab"=1 (VneN);
a=oa
P,) PGCD(a;b)=% < 3! (a;;by) €(N*)* tel que : { b=dh
a (b =1

Ps)Si a Ab=1alors PPCM (a;b)=ab;

Ps) Sia est multiple de b alors PPCM(a ; b) =a et PGCD(a; b)=b;

P;) Soitm € N*etm e aZnbZ.
PPCM(a;b)=m < g et % sont étrangers
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e) Relation entre PGCD et PPCM :

V (a;b)e(Z*)?, PGCD (a; b) x PPCM (a: b) = |a b

6) Exemple d'utilisation du PGCD, du PPCM :

Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a ; b) tels que {

allb=7
allb=84
-0 --

En utilisant la propriété P4) on a :

a=o0a, a=T7a

PGCD(a;b)=8 < 3! (a;;: b)) €(N*)? telque: | b=da, «{ b=7b ;

a, b, =1 a, Ub =1

avb=84 < 7a,07b, =84 « 7(a, 0b)=84 = 7ab =84 -~ ab =12 =
a; € D, et b1€®12 avec a]_/\b]_: 1. @12={1,12,2,6,3,4}

1% cas: sia;j=1leth;=12alorsa=7etbh=84.
2°™° cas : sia; = 2 et b; = 6 impossible car 2 et 6 sont non étrangers.
3*™® cas:sia;=3eth;=4alorsa=21eth=28.

L’'ensemble des solutions est : S={ (7;84);84,7);(21;28) ; (28;21)}.

7) PGCD et PPCM de plusieurs nombres :
Exemple : PGCD (15;21;35)=PGCD (3;35)=1;
PPCM (34 ;51 ; 78) = PPCM (102 ; 78) = 1326.

8) Formule du binbme de Newton :

(a+b)"=>'cka"™ b =Cla"b’+Cra" b+....... +CMab"™ +Ca’b"
k=0

k_ n!
C”_(n—k)!Xk!

9) Décomposition en produit de facteurs premiers :
a) Exemples : Décomposer les nombres a = 60 et b = 975 en produit de

facteurs premiers.

60 | 2 975 | 5
30 |2 195| 5 60 = ZX3x5
15| 3 39| 3
5|5 13| 13 975 = 3x5°X 13
1 1
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b) Application a la recherche du PGCD et du PPCM :

Prenons a = 7875 et b = 975 on a les décompositions suivantes
a=3*x5x7
b=3x5 x13
D’ot PGCD ( 7875 ; 975) = 3 x 5% = 75.

Et PPCM (7875 ; 975) = 3° x 5° x 7 x 13 = 102375.
lIl — Application a la résolution d'une équationdu 1  * degré dans Z XZ:
En général soit a résoudre I'équation : ax+ by =c; (a; b) € (Z*)?, (x;y) sont
les inconnues dans Z xZ. (E):ax+ by =c.
On cherche le PGCD (a ; b) = 6.

» Si d ne divise pas c alors S(E) = @.

« Si d/c alors on simplifie I'équation par © on obtient (E;) : a;x + by =¢;4
avec aj; A by=1.

On cherche une solution évidente (X, ; Yo) de (E1) a partir des multiples de a;
et b; dont la différence donne c;.

X + by =c;

aiXo + b1yo = Cy

a1(X — Xo) + bi(y —yo) =0
* ai(X—Xo) +bi(y —Y¥0) =0 & ai(X—Xo) =—Dbi(y —Yo) =
ai/— bi(y — yo) =>d’'apres Gauss que a;/— (y — yo) =
dkeZ/y-yo=—ka, < y=yo—Kka;.
 De méme b,/ a;(x—Xp) = d’apres Gauss que bi/(x—xo) =
dkeZ/ x—xo=kb; < X=Xo+ kbs.
D’ou I'ensemble des solutions de I'équation est :
S= {( Xo t+ kb]_, Yo — kal) / k GZ}
Utilisation de la congruence:
X + b1y = ¢y & apXx=—Dbyy + €1 & aix = ¢y[ by] & X=Xo[ by] =
1 keZ/x =bik + Xy . En remplacant x par valeurona:y=ak +yp.
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Exemples : Résoudre les équations
a) 4x-8y=3;
b) 14x — 22y = 4.

—-0-
a) 4x—-8y=3; 4 A8=4 = 0 =4nedivise pas3doncS=02.

b) 14x-22y=4; 14 A22=2; d/4doncona: (El): 7x—11ly = 2.
Une solution particuliere de (E,) est le couple (Xo ; Yo) = (5 ; 3) a partir de 7N
et 11N.

IXx—1ly =2

7 (X—=X%)—11(y—Vo) =0.

7T(X—=X)—11(y—-Yy9)=0 & 7xx-5=11(y-3)=>
e 7/11(y - 3) =>d'apres Gauss 7/(y—3) > y—-3=7k=>y=7k + 3.

o 11/7 (x—5) =d'aprées Gauss 11/(x —5) =>x-5=11k = x =11k + 5.

L’ensemble solutionest S = {(11k +5; 7k +3) / k€ Z}.

Autre méthode : (utilisation de la congruence)
14x —-22y=4; 14 A22=2; 2/4doncona: (E;): 7x—11ly = 2.
7x=11y + 2 < 7x =2 [11] en multipliant par8ona:

56x =16 [11] & x =5[11] = x =11k + 5. En remplacant x par sa valeur dans

'équation 7x — 11y =2, on obtient y =7k + 3.

D’ou I'ensemble solutionest: S={(11k+5; 7k + 3) / k €Z}.
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