LES NOMBRES COMPLEXES

Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

| — Définition:
1°) Définition 1: Soit i le nombre imaginaire unité tel que i 2=-1. On appelle
ensemble des nombres complexes, 'ensemble noté C et défini par :
C={ z=a+ib;(a;b)e R2}.
= aestappelé la partie réelle de z notée Re(z);

" bestappelé la partie imaginaire de z notée Im(z).
2°) Egalité de deux nombres complexes :

Soient deux nombres complexesz=a+ibet Z =a’ +ib’.
—_ a=a' Re(2) =Re(zZ)
~ Tb=b Im(z) =1Im(Z')

3°) Opérations dan€_:

a) Addition :

Soit z=a+ibetZ=a’+ib’;ona z+2z =(at+a)+i(b+b).

b) Multiplication:
xz =(a+ib) (@ +ib’)=(aa —bb’) +i(ab’ + ba’).
c) Division:
a+ib _(a+ib)(a'-ib’)
a+ib'  (a)?+(b")?
(C, +) est un groupe abélien ; (C*, x) est un groupe commultatif.
La multiplication est distributive par rapport a I'addition dans C, d’ou (C,+, x)
est un corps.
Il — Conjugué d’'un nombre complexe
1°) Définition 2:
On appelle conjugué du nombre complexe z = a + ible complexe z=a-ib.
Exemples: z=2-3i=> z=2+3 ;z=-1+5i = z=-1-5i.

avec(a’; b))+ (0;0)

2°) Propriétés:Soit z=a+ibet Z =a’ +ib’. B
» Uncomplexezestréel- Im((z2)=0- z=2
» Un complexe z est imaginaire pur- zZz0etRe (z) =0 Zz+Z=0
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Il — Module d’'un nombre complexe
1°) Définition 3:
On appelle module du nombre complexe z = a + ib, le réel positif défini par

z|=va’+b? ( lire module de z)
Exemples : soit z=1-iv3 =|z|=\I"+(+/3)* =2

=-7 > |z|=7. z=2i => |z]|=2.
2°) Propriétés du module:
" |zxz|=[z[x[z]; [z+z]<|z]+|Z]|
“ lzl=[z] 5|2 )= () s
- |2 :Havecz’qto;
2| |2

(|z]=0) = z=0; (|z|=1) - E:%

Siz=aalors |z| =|a| ; si z =bi alors |z| = |b|
IV - Argument d’'un nombre complexe non nui

Le plan P est muni d’un repére orthonormé direct(O;u ; v). A tout nombre
complexe

z =a+ ib on associe le pointM[zj. z=a+inM[§j.
A
b M
2[=
v A o
o' u a

 Le nombre complexe z=a +ib est appelé 'affixe du point M (a ; b)
ou du vecteur OM (a ; b).

« Le point M et le vecteur OM sont appelés respectivement le point
Image et le vecteur image du nombre complexe z.

e OM=d (O; M) =vaz+hb2=|z | (module de z).

» Si A et B sont deux points du plan d’affixes respectives z, et zg
alors le vecteur AB a pour affixe (zg — z) et | zg —za | = AB.
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1°) Argument d’un nombre complexe non nul :

On appelle argument de z noté arg(z), le réel égal a une mesure de I'angle
u;OoM|. L’argument de z est définie a 2kt pres ; k €Z. arg(z) = 6 + 2kt ou

0 est la détermination principale de I'argument. On écrit : Arg(z) = 0

avec 6 € | —r; ].

Si z #0 alors toute mesure 6 de I'angle (a ;W) est appelée un argument

de z; (Voir figure).

2°) Forme algébrique — Forme trigonomeétrique d’'uromplexe non nul :
a) Forme algébrique:
. Z=a+ib. estlaforme algébriqgue du nombre complexe z.

b) Forme trigopnométrique: Soitz=a+ib

A
b M
| z[=¢
;/A V\H
ol o a g
. a . b )
ona: cosf=—- sind=—— < a=0OMcosd et b=0OMsind
oM OM

z=a+ib ~ z=|z|(cosf+ising) ou z=r(cosd+isinb)

L’écriture : z =l zI (cosd+ i sind) ,estappeléeforme trigonomeétrique de z.

c) Relation entre Forme Trigonométrique et Forme algéjue :

Soit z = a + ib de module|=+a’ +b* et d’Argumentf.

a
cosd = W
= @=.....(confere cercle trigonomeétriqué

sinfd=—
2|
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3°) Propriétés de I'argument d’'un nombre complexemnul :

P) Soitz=a (&R), sia>0 alors Arg(z) =0 ; si&a0 alors Arg(z) =T .
P) Le nombre complexe nul n’a pas d’argument ;

P) Soitz =bi (keR), sib>0 alors Arg(z) =;3 . si a<0 alors Arg(2) :—g .

P) Soientz=1[|z|®]etZ=[]|Z];0’].
. Arg(zxZ’) = Arg(z) + Arg(Z2) =6 +0’ .

Remarque : Siz=[|zp;]alors z2=[|z[]2;@]; z"=[|z[ ;n0].

P) Arg(gj = Arg(z) — Arg(z")
Siz=[|z| pletZ=[|Z] 0] alorsfl{ﬁ : 9—9}.
z |2
Ps) Arg(z”) =n xArg(z)
1
) arg( )= - A

4°) Notation Exponentielle :

Soit z=[1; 6] on convient de noter z = cos6 + i sinB = e® .
Cette écriture est appelée la forme exponentielle de z.

Donc z = r(cosB + i sin) = re® .
5°) Formule de Moivre — Formule d’Euler :

a) Formule de Moivre :
.Vne N* (cosf +isind)" =(cosn@ +isinng) .

b) Formule d’Euler :
Z=co8 +ising = e'_6
7= co® —isim =g "

'€+ —ig i0 _ ~if
cosﬁ:e 2e : s;in6?=e €
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V- Linéarisation
1°) Calcul de cos(nx) et sin(nx) en fonction de gast SinX :

= Pour n =2 d'aprés la formule de Moivre (cosx +isinx)* = cos2x +isin2x
D’aprés la formule du binbme de Newton

(cosx +isinx)? = (cos x —sin? x) +i (2sinxcosx) .
Par identification on a : cos@x) =cos’ x—sin®x et sin(2x) = 2sinxcosx.

= Méme procédé pourn=3;4;5;........

2°) Linéarisation :

Z = COSX + isinx Z = COSX + isinx
Z = COSX — 1 Sinx Z= COSX — I Sinx
Z+ 72 = 2COSX 7z — 7 = 2isinx
1 — : 1 -
cosx=| = |\z+ z sinx=| = (\z-z
2 2

COSnXZ(%)n(Z+E)“: (%jn(eix_l_e—ix)n |
. sin”x=(%)n(z—i)" :(%)n(eix_e—ix)n

i
De z" =cosfixX) +isin(nx) et z" =cosfix) —isin(nx) on déduit que

L Z"+z =e™+e™=2cos(nx) . .z"-2z =e™-e™ =2isin(nx)

Remarque:

- —n
zxz=co¥ x+sin’x=1 et z"xz =1.

Exemple: Linéariser cosx et sin®x.
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— Racine r*™ d’un nombre complexe
Soit n un entier naturel strictement supérieur a 1.

= Définition : U etant un nombre complexe non nul, on appelle racine
n" de U tout nombre complexe z tel que z " = U.

» Posonsu=[r;0]=r(cosb+isinB)etz=[p;x]=p(cosx+isinx).

p“:r sz/F .
z2"=u < [p";nx]=[r;08] < o @+ 2k dou
nx=@6 + 2k XzT

i :%[Co{%jﬂsin(%-[ﬂ avec 0<ks<sn-1

| 9+2kﬂ)

ou Zk:x/?xe( n

Exemple :

Déterminer toutes les racines cubiques de I'unité c’est a dire résoudre

= 1. Placer les points images A ; B ; C des solutions dans le plan
complexe et en déduire la nature du triangle ABC.

Correction
Z’=1< u=1 < u=[1;0].

= ﬁ(co{%} +i sin(%jj avec 0<k<?2

e Sik=0alors zy,=1+~ A(1,0)
2T 1..4/3 (

e Sik=1lalors z-= cosz?+|3|n—-——+|7

2 2
« AB=AC=BC d'ou le triangle ABC est equilatéral.

e Sik=2alors z —cosd'?ﬂﬂsmél3 l—iﬁ — C{—

= Théoréme 1 :

Tout nombre complexe non nul U admet exactement n racines n®™.

Si Z, est une racine n®™ de U alors | Z,| = J | U] et arg(z,) _argl) +2kn
n

avec 0 <k sn-1.
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= Théoreme 2 : .
Si z, est une racine n“™ de U alors on obtient toutes les autres racines de
U en multipliant z, successivement par les racines n®"* de 'unité ou 1.

Exemple : Déterminer les solutions dans de I'équation z* = (2 + 3i)*.

Correction
Zo = 2 + 3i est une solution particuliere de I'équation. Comme les racines
quatrieme de 1 sont: 1;i:-1;—i. Alors les solutions de I'équation

z'=(2+3i)'sont: Z;=2ox1=2+3i;Z,=29xi=-3+2i;
Z3= 70 x—1 =-2-3i; Z4= 2o x— =3 —2I.
L'ensemble des solutions est S ={Z;; Z,; Z3; Z4}.
VIl — Equations du second degré
19 Cas ou les ccefficients sont des reels
Soit I'équation : aZ + bz + ¢ = 0 (a# 0)

Méthode de résolution

e Calculer le discriminant A = b2 - 4ac.
» Conclure suivant le signe de A.

a-/ si A > 0 alors I'équation admet deux racines

7 ="bNA 5 _bHA
2a 2a
b-/si A =0 alors lezzz_—b.
2a

c-/ si A < 0 alors I'égquation admet deux racines

Z :Li\/w et Z :Li\/w .
2a 2a

1 2

Exemple : résoudre dans C; z2—-2z + 4 = 0. la résolution donne comme
ensemble de solutio={ 1-iv3; 1+iv3}.

2°) Racine carrée d’un nombre complexe :

Soient z et U deux nombres complexes. On appstiae carrée du nombre
complexe U tout nombre complexe z tel qlie 2.

(z estracine carréede U Z=U).
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Tout nombre complexe non nul admet deux racinegesopposees.

Soienz=x+iy etU=a+ib

X2+y2= /aZ +b2
(Z=U )équivautal x*-y’=a
2xy=b

Exemple :
Déterminer les racines carrées du nombre complexe z = -5 — 12i.

Correction

Soit § = x + iy le nombre complexe tel que : 2=z et | d |2=|z|.
on a module de z est |z |=+/25+144=13.

X2+y?2=13 (1
X2-y2=-5 (2
2xy=-12 (3
1) +(2) > x2=4 & x=20ux=-2.
» Pourx=2,(3)=>y=-3;donc 6,=2-3i.

» Pourx=-2,(3)=y= 3;donc 6,=-2+ 3.
= §,et O, sontles racines carréesde z=-5-12i

3°) Cas ou les coefficients sont des nombres conxgse

Si le discriminant A est un nombre complexe de racines carrées 4; et 8,
alors les solutions de I'équation aZ + bz + ¢ =0 (a#0) sont :

_—b+t4 ot Zz=_b+52

Zl
2a 2a

Exemple ; résoudre dans : (21))z2—3z - (1 + 3i) = 0.

A =— 15+ 8i. Cherchons les racines carrées de A.

soitd=x+iytelque: 82 =A et |d]2=|A]. Ona |A|=17;
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x2+y2=17 (1
x2—-y2=-15 (2) (1)+(@2)=> =1 x=1o0u x=-1.
2xXy=8 ©))

» Si x =1lalors (3)donney=4;donco;=1+4i.

» Si x=—1alors(3)donne y=—4;donco,=—1- 4i.
_3+1+4i _ 4+4 1+i -1+

=1-i ; =1-i
4i 4i | -1 a
Zz=3_1._4|=2_.4|=—1—1i ; zz=—1—1i.
4 4 2
L’ensemble des solutions de I'équation est : S:{ 1-i; —1—%i }

VIl — Applications géométriques
1) Interprétation géométrique du langage complexe :

Soient z, ; zg ; Z trois nombres complexes distincts d’'images respectives
A ; B ; et M dans le plan complexe P.

Z7Zp Arg(Z)=| MA: MB

D’autre part arg (ze—za) = (i , AB) + 2kTr. — arg(zs—z,) = (AB:i ) + 2kTr.
En particulier :

‘ZC_ZA‘:AC
Zp > A 2525 AB
Zg —B alors
— — -z
ZC —C AB X AC |=ar ZCA\]
ZB7?A

2) Traductions complexes de certaines configuratiorsuelles :
a) Vecteurs orthogonaux — Vecteurs colinéaires :
Soit les complexes z, ; zg et z¢ d'images respectives A ; B ; C.

- Les vecteurs AB et AC sont orthogonaux <

— -Z . ..

(AB;AC) = " [2rJou-" [27] = %c " %A gst un imaginaire pur.
2 2 Zy —Z,

- Les vecteurs AB et AC sont colinéaires <

(AB;AC) = 0[2n]ou n[2n] < Zc:iA est un réel.
B A
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c) Exemple:

Soit les complexes—1—-i;1+i;—1+idimages respectives les points
, . -z I
A ; B ; C. Déterminer le module et 'argument de Z = u. En déduire la
Zy —Z,
nature du triangle ABC.

Correction

AC=2;AB=242; |z|_‘zc‘ZA\Ac&.

‘Z _ZA‘ AB 2
Arg(Z)=Arg ZC_ZA Arg( 2 }Arg( }Arg( }Arg( 1 %0
Zg=Zp 2+2i 2
cos@zﬂ J2
2 :>H— +2kr d'ou Arg(Z)— Z=|—;—|.
sinH:Q 4 2 4

- Nature du triangle ABC

—
et -4+2kn ~| AB, AC =—[2n] De facon analogue on a:
‘B7?A

ZB—ZC _ 2 — T
ar - =arg\ arg()——[2ﬂ]~=» CA,CB —E[Zﬂ].

NI

Zy=Z5 \ 7 — | g A . . N
arg === ~| BC, BA|="[27]. D’ou ABC est un triangle rectangle et isocele.

C

Cours Nombres Complexes Page 10 sur 13 Adama Traoré Professeur Lycée Technique



IX — Nombres complexes et transformations
1 — Translations

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstze Le vecteu d'affixe z.

Déterminons I'écriture complexe de la translatiale vecteuiu qui transforme M
en M.

¥ — =
=W t-(M)=M'= MM'=U & Z-2=27- = Z=2+2-
—_ u u u

Z' =z +Z. , estl'écriture complexe de fenslation de vecteur.

Exemple : Soit t la translation de vecteurd'affixe z. =2 +i.
u
Déterminer I'écriture complexe de la transformation
Soit M’ le pomt d’affixe z’, image de M d’affixe par la transformation t.

t(M) M'e MM'=U = Z-2=2. = Z-2= 2+ = Z=z+ (2+1).
u

L écriture complexe de la translation t esg'=z+2+i .

2— L’'Homothétie :
Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstze Soit2 un point du plan

d’affixe Zq . Déterminons I'écriture complexe de 'homothétide centre& et de
rapport k qui transforme M en M'.

N (M)=M' = QM'=kxQM = 7-7,=K(z-2,) = 2=z +kz-kzg =
Z'=kZ+Q1-k)Z,.
. Z-Za=k(Z-2%) ou Z=kzZ+ (1-k) Z,
est I'écriture complexe déhomothétie de centrg) et de rappork .
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Exemple 2 :
Soit h ’lhomothétie de centr@ d’affixe z, =2 +i et de rapport —2. Déterminer

I'écriture complexe de la transformation h .
- Soit M’ le point d’affixe z’, image de M d’affixe par 'homothétie h.

h,(M)=M'= QM'=-20M < 7-7, =-2(z-z,)
Z-(2+i1)=-2z2+22+i) « 7-2-1=-22+4+2 = 7=-22+6+3.
L’écriture complexe de ’homothétie h est+-2z+6+3i.

3 — La Rotation :

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstze Soit (2 un point du plan
d'affixe Z, . Déterminons I'écriture complexe de la rotatiatercentre et
d’angle  qui transforme M en M'.

122, 4
2-2q| 7-7 7-7
- 2 =[1;6 < 9 = (cosd +isind)
L2 |_
Arg =
(Z_ZQJ

2'-Z, =(cosf+isinb)(z-2,) ~ z2-2,=€¢?(2-2,)
Z'—Zg =(codD +isim) (Z2—-29) ou Z-Zg =€°(2-2y) ,

est I'écriture complexe dé rotation de centrg) et d'anglés.
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Exemple :
Soit la rotationr de centreA d’affixe Z, =3 et d’angleé = 72T Déterminer

I'écriture complexe de la transformation

- Soit M’ |e point d’affixe z’, image de M d’affixe par la rotatiorr .

[ (M)=M'= AM'= AM et (m;A—I\/I')zg+2kﬂ

- 7-z,=b(z-2z,) avecb= cos(gj +isin(gj —e2 =i,

Donc Z7Z-z,=b(z-2,) -
2-3i=i(z-3i) =
2-3i=iz+3 =
2'=iz+3i+3 =
2'=i(z+3)+3.
L’écriture complexe de la rotationest : z'=i (z + 3)+ 3.

4- Recherche des lieux géométriques :

Soient A; B;1(%; Yo) et M (X ; y) des points du plan.

Si les points M (x ; y) du plan vérifient Alors I'ensemble ) des points M cherchés es

ax+by+c=0 La droite @) d’équation :ax+by+c=0
ax+b , ) 2 . ax+b
= rg 2vee cz 0 L’hyperbole (#€) d’équation:y = o
(x=xF+(y-y, ) =r? Le cercle @) de centre | (x; o) et de rayonrr.
MA = MB La droite ) médiatrice du segment [AB]
MA+ MB=0 Le cercle @) de diamétre le segment [AB]
y=ax +bx+c La parabolef) d’équation :y =ax +bx+c
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