LES ISOMETRIES DU PLAN
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|— Définitions:
a) Activité : Soit f 19 - 2@

X X X'=x+3
M(j > M'( j telque{l
y y y=y-2

le d'image N'(X%] comparer les distances d (M, N) etd (M’, N’).

Soit N(

1 1

-0 --
Réponse : d (M, N) =d (M’, N’). On dit que f conserve la distance.

b) Définition 1 : On appelle isométrie du plan toute application affine du plan qui
conserve la distance de deux points.
Exemples : la translation, la symétrie orthogonale sont des isométries.

c) Déplacements et antidéplacement :
-Si f est une isométrie de (P), on a dit que f est un Déplacement de (#) si

f conserve les mesures des angles orientés.
-On dit que f est un Antidéplacement si les angles orientés sont changés en

leur opposé.
- Toute isométrie du plan est soit un déplacement soit un antidéplacement.

d) Notations : On note J+ I'ensemble des déplacements de & ; et J-I'ensemble

des antidéplacements de 2. 9+ U J- = J ensemble des isométries du plan.
Remarque : Toute isométrie est une transformation.

Il — Isométries vectorielles

a) Définition :  On appelle isométrie vectorielle toute application linéaire ¢
associée a une isométrie f .

b) Propriétés: V (u;v) € 2

Prillgull=1lull;

P2: g(u)ep(v)=uev ;

c) Théoreme : (admis)

Une application affine du plan est une isométrie si et seulement si son
application linéaire associée conserve la norme de tout vecteur de V ou le
produit scalaire de tout couple de vecteurs de 9.
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- Déplacements et Antidéplacements

Une isométrie de (#) f laissant un point O invariant est une rotation ou une
réflexion.

Soient A, B et C trois points non alignés de (). A'= f (A), B'= f(B) et C'=f (C)
sont aussi trois points non alignés.

Dans le cas ol f est une rotation, alors les angles orientés (B, ACJet (A B, AC)
admettent une méme mesure.

Dans le cas ou f est une réflexion, les angles (AB AC)et (A— T) admettent
des mesures opposeées.

De plus, les translations conservent les angles orientés.
On en déduit alors que pour une isométrie f quelconque, si O un point fixé dans

(%), en écrivant f =tog ou t est une translation et g une isométrie laissant O
invariant, le fait que f conserve ou non les angles orientés ne dépend que de la
nature de g.

Propriétél:
Toute isométrie f de (&) est soit un déplacement, soit un antidéplacement.

Exemple 1:

Le plan () orienté est un muni d'un repere orthonormé direct.

Soit f est lI'application qui, au point M(x , y) associe le point M'(X' , y') avec

X=-y+1

{y:x+2'

a) fest une isométrie. Pour le voir , il suffit de prendre 2 points A(a,b) et B(c,d).
f(A)(-b+1,a+2) , f(B)(—d+1,c+2)etde vérifier directement que

AB = f(A) f(B).

b) Pour savoir si f est un déplacement ou un antidéplacement, il suffit de savoir

si f conserve un angle orienté.
On peut donc prendre une exemple. Pour O(0,0) , A(1,0) et B(0,1) ,on a:
O'=f(0) avec O'(1,-2), A'=f (A) avec A'(1,-1) et B'=f (B) avec B'(0,-2).

On remarque que (&,@):g et (ﬂ',ﬁ‘)zg . f conserve donc l'orientation ,

c'est un déplacement.
c) f n'admet aucun point invariant car le systeme {x=—-y+1;y=x+2}
n‘admet aucun couple (x ;y) comme solution.

Le point O'(1, —2) étant I'image de O par f, posons t comme la translation
vérifiant t(0) = O

L'isométrie f se décompose alors en f = tog ou g est un déplacement laissant
O invariant. C'est donc une rotation de centre O.

On vérifie sans peine que g est la rotation de centre O et d’angle —g.
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Exemple 2:

f est I'application qui, au point M(x , y) associe le point M'(X', y') aVec{X =y-1

y'=x+1"
a) On vérifie directement que f est bien une isométrie.

b) Sion pose t comme étant la translation de vecteur u(-1; 1) , on remarque
que : f=tog ou g est lI'application qui associe au point M(x , y) le point M'(y , X) .
g est donc la réflexion par rapport a la droite (D) d'équation : y = Xx.

Donc, f estun antidéplacement.

Propriété 2:

La composée de 2 déplacements est un déplacement.

La composée de 2 antidéplacements est un déplacement.

La composée d'un déplacement et d'un antidéplacement est un antidéplacement.
La réciproque d'un déplacement est un déplacement et la réciproque d'un
antidéplacement est un antidéplacement.

Remarque : (Loi générale)

« La composée d’un nombre quelconque de déplacements et d’'un nombre impair
d’antidéplacements est un Antidéplacement ».

« La composée d’'un nombre quelconque de déplacements et d’'un nombre pair
d’antidéplacements est un Déplacement ».

Iv— Différentes isométries du plan
A - Déplacement (Caractérisation, Composition, Expression analytique ~ , Exemples )

Propriété 1:

Si deux déplacements f et g sont tels qu'il existe deux points A et B distincts tels
que f(A)=g(A) et f(B)=g(B)

alors f=g.

En particulier, si un déplacement f admet deux points distincts invariants alors f
est l'identité sur ().

Effectivement, la composée de deux déplacements est un déplacement et la
réciproque d'un déplacement est un déplacement.

Donc, si f(A)=g(A) et f(B)=g(B) alors fog™ est un déplacement admettant deux
point invariants.

C'est donc une rotation ou une translation. Et donc I'application identité (carily a
deux points invariants distincts dans le plan (£)).

D'ou f=g.
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Propriété 2:

Si A et B sont deux points distincts et si A’ et B' sont deux points tels que
AB = A'B' alors Il existe un unique déplacement f tel que f(A) = A' et f(B) = B'.
De plus, f est soit une translation soit une rotation.

Propriété 3:

Si f et g sont 2 rotations de centres respectives A et B et d'angles respectifs a et
b, alors fog est une rotation d'angle (a+b) a 2p pres..

De plus, si f et g ont méme centre alors fog est aussi de centre A=B .

En général, fog # gof.

Expressions Analytiques.

Un déplacement dans (£) est une translation ou une rotation.

Dans le cas d'une translation t , de vecteurs de coordonnées (a ; b), I'expression
analytique de t est :

X'=x+a
y'’=y+b
Dans le cas de la rotation R de centre W(a;b) et d'angle 8 , R est la composée
de la rotation de centre O, centre du repere, et d'angle 6,
et de la translation de vecteuru(a;b). R=teR' , R'=rotation ce centre O,
d'angle 6, etttranslation de vecteur u(a;b).
On en déduit que I'expression analytique de R est :
X'=xcosfd-ysinfd+a
y'=xsin@d+ycosf+b
Dans I'exemple précédent, I'expression analytique de f est :

X'=-y

y'=x-1
Remarquons que si A, B, A' et B' sont 4 points tels que AB = A'B', il existe un
unique déplacement f tel que f(A)=A'et f(B) =B

Dans le cas ou ce déplacement est une rotation, lI'angle 8- de cette rotation est
déterminé par les relations:

_ABAB

sind= det (AB AB) (a,b) et (c,d) les coordonnés de AB et A'B

o 5 ol dét (AB, A'—B')=‘s ;‘=ad—bc
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Exemple :

A(0;0) B(-1;+/3) A'(2;-1) B'(0;-))

On a AB = A'B' = 2. Donc l'existence d'un déplacement f tel que f(A)=A" et f(B)=B'
est assurée et celui-ci est une rotation.

En appliquant les formules précédentes, on détermine alors que l'angle de cette

rotation vérifie: cos@) :; et sin®) =\E donc «9=73T a 2km pres.

Un simple calcul en utilisant les médiatrices de [AA] et [BB'] donne que leur point
d'intersection est W(2 ; -1).

_ 1.3
, .. ) . ) X==X—-——y +2

f est déterminée par I'expression analytique suivante: 2\@ 2 L
YRR

B) — Antidéplacement

On sait que la composée d'un nombre pair d'antidéplacements est un
déplacement, c'est a dire, une translation ou une rotation.

On sait aussi que si S et S' sont deux réflexions par rapport a des droites (D) et
(D", alors:

S-S’ est un translation si (D) et (D") sont paralléles, le vecteur u de la
translation étant un vecteur normal a (D) et (D).

S+ S' est une rotation sinon, le centre de cette rotation étant le point
d'intersection de (D) et (D"), I'angle de cette rotation étant 2 Angles (D', D),

I'angle (D', D) étant donné a Tt pres.

Soit f un antidéplacement de (P).

Soit S une réflexion quelconque. La composée g =f-S est alors un
déplacement, donc une translation ou une rotation.

On peut donc écrire que g = S"-S' ou S" et S' sont deux réflexions, S' étant
choisie arbitrairement.

Comme S-S =identité sur (P), onaalors :S"-S'-S =f

On voit donc que:
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Propriété 1:
Tout antidéplacement est la composée d'un déplacement et d'un réflexion :

f = goS Ce produit est alors de deux natures: g est soit une translation, soit une
rotation. Pour g translation on a 2 cas:

1* cas : le vecteur u de cette translation est normal a (D), axe de la
réflexion S.
On écrit alors g = S"-S' ou S" et S' sont deux réflexions d'axes paralléles (D")
et (D", avec u normal a (D")et (D").
Donc, les droites (D), (D) et (D") sont paralleles.
On peut alors choisir (D') = (D). Donc S'=Setf=S5"-S'-S =S". Donc, f est
la réflexion S".

2°M¢ cas : le vecteur u n'est pas normal a (D).
On écrit u = v + w ou v est un vecteur directeur de (D) et w un vecteur normal
de (D).
Les translations T, et T,, de vecteurs respectifs v et w vérifient alors g = T,o T,
Onaadoncf=T, o(Ty, oS). Comme (T, -S) est une réflexion d'axe (D")
paralléle a (D) d'apres le cas 1, on en déduit que f est la composée d'un
translation de vecteur v et d'un réflexion d'axe (D"), v étant vecteur directeur
de (D").

D'ou:
Propriété 2:
La composée d'une translation T de vecteur u et d'une réflexion S d'axe (D) est
- une réflexion si u est normal a (D)
- la composée d'un translation T, de vecteur v, directeur de (D), et d'une
réflexion d'axe parallele a (D) sinon.
On voit sur les figures ci-dessous les deux cas:

Figure 1 : Le vecteur u est normal a (D) Figure 2: Le vecteur u n'est pas normal a (D)

D)
SOM) M- ToS(M)=Tyo & ( 1)

Y

=

2/ (D)

(D)

L4
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Conclusion :

Un produit (ou une composition) d'un nombre impair d’antidéplacements se
décompose en :

- Soit une réflexion

- Soit une composée d'un translation et d'une réflexion le vecteur de la
translation étant un vecteur directeur de I'axe de la réflexion.

V- Classification des isométries

1- Comment identifier une isométrie :
Pour reconnaitre une isomeétrie f on cherche I'ensemble des points invariants.

Nature de l'isométrie
Ensemble des points Déplacement Antidéplacement
invariants par f
P f=1d9
(D) f =S, symétrie orthogonaé
{Q} F=T(ao
Pas de points invariants f=t- (uz0) si MM'=Cste| MM'#Cste = f =symétrieglissée

2 — Expression analytique d’'une isométrie :

a) Théoreme : Une application affine de P dans P est un déplacement si et
seulement, si son expression analytique est de la forme
X'=ax—-hy+c
{ . y ~ou aeth sontdes réelstelsque a’+b* =1,
y'=bx+ay+c

- Sia=1letb=0, Alors {X,:

. . —(cC
Expressionde la translation de vecteurU (cj ;

- Sia =+ 0etb # 0, c’est la rotation dont le centre est le point invariant par f
et dont 'angle « est tel que :

ABe A'B'

COSa = —— .

cosa=a AB|x| A'B
sina=b . dét(ﬁs, AB'
SIing = +— N

AB| x| A'B'
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b) Remarque :

Soit une application affine f et ¢ son application linéaire associee.
. (détMe=1) = ( f estun Déplacement )

. (détMe=-1) = (f estun Antidéplacement )

Exercice d’application

Le plan affine euclidien & est rapporté au repére orthonormé(o, i ]).
Soit f I'application de P dans P qui a tout point M(x ; y) associe le point
b b 1 XI: y+1
M'(X" ; avec .
0 :y) avee | X777
1) Montrer que est une isométrie affine. f est-elle un déplacement ? un

antidéplacement ?.

2) Démontrer que I'ensemble des points | milieux des segments [MM’] est une
droite (D).

3) Déterminer I'expression analytique de la symétrie orthogonale S par rapport
a9.

4) Déterminer ttel que f= 8o t.

Correction :

1) Soient lvl{xlj HMl'(X?j et M{XZJ - M;(X?j
Y1 X; Y2 Y2

H

MM,

:\/(Xz B X1)2 +(Y2 - 3/1)2 ,

HMLM; R R (AR N R R CAT A B [ VAV

D’ou f conserve la distance ; par conséquent f est une isométrie.

* Ensemble des points invariants par f .
X=y+1 -y=1
y - Y pas de point s invariants.
y=Xx+2 X—y=-2

y+1l-x

Le vecteur MM (
X+2-y

j est non constant ; MM' #Cste c'est-a-dire non

colinéaire & un vecteur constant (MM' =kv ; v vecteur constant ).Donc f n’est
pas un déplacement, c’est donc un antidéplacement (une symétrie glissee).
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2)

X'+X Xx+y+1 x+y 1
2 2 2 2| (X 1 1
. = = = on remarqueque:X=Y-—- o« X-Y+—-=0&<
Yy || x+2+y ) Xty o (Y 2 2
2 2 2
(2 _
(D):2X-2y+1=0 ; u ,| estun vecteur directeur.
3)
*M
-
— ! (D)
u
e\

MM e u=0 2(x-x)+2(y'-y) =0 X+y'=x+y (@
10(D) X+X=y-y+1=0 X-y'=-x+y-1 (2)
M+ = x'= y—% = y':x+%. D’ou I'expression analytique de S est :
x'—y—1
2
Y‘X+1.
2

4) f étant une symétrie glissée, f =Sot.f =Sot <« t=Sof

o1

X'=y+1 XEYTS x) f x,) s (X
foe et S: 1M = M, = MY

y_X+1 y':x+_ y yl y

2
x'—x+2—1 w—x+§
x=y+l X'=y, +1 T 2 _ - 2
=xre VERFZ o ymyenel ysyel

D'oll t est la translation de vecteur G(g : gj
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