LES SIMILITUDES PLANES
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| — Définition:

Soit # le plan affine euclidien. S une application de £ dans &. On dit que S est

une similitude de & s'’il existe un nombre réel k >0, tel que quels que soient
les points A et B distincts d’'images respectives A’ et B’ par S, ||A'B'|| =k
| AB|I.

(f Similitudede ) < (Ike R’/ V(A:B)e 9| AB| =k]| AB| avec;
(S(A)=A’ : S(B)=B)) .

1) Théoreme

Etant donnée une similitude S de rapport k (k > 0) ; il existe une homothétie
h, et une isométrie i telle que S= hy .

2) Conséquence :

S est une similitude < son application linéaire associée est sous la forme :
ke ou ¢ estune isométrie.

- Si @ est un déplacement la similitude est dite directe ;

- Si @ est un antidéplacement la similitude est dite indirecte ;

Il — Similitudes directes

1) Définition :
(S similitude directe) < ('S est une bijection transformant les distances dans

un rapport constant k et conservant les angles orientés) < (S est la
composée d'une homothétie de rapport k positif et d’'une rotation de méme

centre ) < (S admet pour écriture complexe z’=az+b,a € C, b € C, dans
un repére orthonormeé direct du plan).

2) Exemples et contre-exemples :

» Les homothéties, les Translations, les Rotations et leurs composées
sont des similitudes directes ;

» Les Réflexions ou symétries orthogonales conservent les distances,
mais ne conservent pas les mesures des angles orientés : ce ne sont
pas des similitudes directes.
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3) Caractérisation et reconnaissance :
a)- Comment reconnaitre qu’une application S estun e similitude
directe :
= S est une bijection transformant les distances dans un rapport constant
k et conservant la mesure des angles orientés ;
= S estla composée d’une homothétie de rapport k positif et d’'une rotation
d’angle 8 de méme centre ;

= S admet pour écriture complexe z=az+b,ae C*,be C, |a|=k et
arg(a)= 6.
b)- Comment caractériser une similitude directe S :
» Si S transforme un couple (A ; B), A+ Ben (A’ ; B’) alors

A'B
Son rapport k=——
pp AB

Son angle a = (HS ﬁ)
= Si S admet pour écriture complexe z’=az+bae€ C*, b € C, dans un
repére orthonormé direct alors :

< Sia=1, S estune translation ; le vecteur de translation est I'affixe
deb:

& Sia #1, S est une similitude |9€ rapport=module dea=[k|
d'angle=arg@)..................

Le centre de la similitude est I'ensemble des points invariants.

= Dans une base orthonormée directe si I'expression analytique de S est
x'=kax —kby+c
y'=kbx+kay+c'

A= K cos?d -—sind) (kcosfd -—ksing) (ka —Kkb
~ " |sin@ cos# ) (ksin@ kcosd ) \kb ka )
On aura détA = k? cos®0 + k® sin“B = k?(cos®0 + sin’B) = k2.
DoncdétA=k’>0 < k=+détA.
Le centre de la similitude est I'ensemble des points invariants.

cosd=a,
sind=Db,

de la forme :{ la matrice de la similitude directe S, , est

Pour déterminer I'angle 6 de la similitude on pose : {

4) Exercice d’application :
x'=x+43y-+3
y'==3x+y+3

Soit f I'application définie analytiquement par : { dans un

repére orthonormé directe (o S )
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f .
b) Déterminer son écriture complexe.
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Correction

a)A:( 1 \/15): k=+détA=+/1+3=2 rapport = 2

N
» Centre (point invariant) :
0x ++/3y =+/3 (1)
= X=lety=1 .Q estle centre
{— V3x+0y=-3 Y 1
* Recherche de I'angle :
148 cosa =1
( 1 \/gJ:Z 2 2 2 = a':—l_T
-3 1 _ﬁ 1 sina=—£ 3
2 2 2
f =hg. or f est une similitude directe de rapport k = 2 et de centre

a:-7

Q[lj et d’'angle a = 7
1 3

b) Mettons sous laformede z’=az+bavecz=x+1y et Z2=x+1y.
X +iy' = (X + 43y —/3) +i(—3x +y + 3)
=X+ /3y —/3-i/3x + iy +i+/3
= (1-iv3)x+ (/3 +i)y— /3 +i/3
= (1-iV/3)x +i(1 =iv3)y — V3 + i3
= (1-iv/3) (x +iy) — ¥3(1 =)
7z’ =(1-iy/3) z- 3 +i4J3. D’oll f est une similitude directe.

« Eléments caractéristiques : a=1—-i+/3 = k=|a|=/1+3=2;k=2;
» Ensemble des points invariants :
z=(1-iV3)z-V3 +if3 © i3 z=-3 +iV3 & z=1+i. Le point

: : . 1 : :
invariant est le point Q [1] d’'affixe z =1+ 1.

* Angle = Arg(a) :

cosa = —
2

oo_l N

sing=——=-

D’ou f est une similitude directe de centre Q) de rapport 2 et d’angle : —%.

Il — Similitudes indirectes
1) Définition :
(S similitude indirecte) < (S est la composée d’une homothétie et d’'un

antidéplacement) < (S a pour écriture complexe : z’ = az+ b).

2) Caractérisation :

Une similitude indirecte de rapport (module de a) ; son centre (le point
invariant) ; son axe (celui de la symétrie orthogonale entrant dans la
décomposition).
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IV — Nombres complexes et transformations
1 — Translations

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstze Le vecteuu d'affixe a.
La transformation z' =z + a, aveca € C, définit M’ comme I'image de M par la

translation de vecteur d’affixe a.

Exemple : Soit t la translation de vecteurd'affixe z. =2 +i.
u

Déterminer I'écriture complexe de la transformation
Soit M’ le pomt d’ afflxe Z’, image de M d’affixe par la transformation t.

L(M)—M o MM'=U & 7-2=2- « 7-2=2+i o 7'= z+ (2+1).
u

L’écriture complexe de la translation t est'=z+2+i .
2— L’'Homothétie :

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstzé
La transformation iz’ = @ z, avec xR, définit M’ comme I'image de M par
I’'hnomothétie de centre Origine du repére orthonomﬁé i ) et derapportx.

Exemplel :
Le plan est muni d’un repére orthonor(n:e ) On considere 'homothétie h de
centre O et de rapport 3. Déterminer I'écriture plaxe de la transformation h .

- Soit M’ le point d’affixe z’, image de M d’affixe par 'homothétie h .
h(M)=M'< OM'=30M - 7z'=3z.
L’écriture complexe de I’homothétie h est'=3z.

3—- L’Homothétie excentrée:

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstzé Soit {2 un point du plan
d’'affixe Zo .

La transformation z-Zq =& (z —Zq ), avecxeR, définit M’ comme I'image de
M parl’homothétie de centr€) et de rapportx .

Exemple 2 :
Soit h ’homothétie de centr@ d’affixe z, =2 +i et de rapport —2. Déterminer
I'écriture complexe de la transformation h .
- Soit M’ le point d’affixe z’, image de M d’affixe par ’lhomothétie h .
hy(M)=M" < QM'=-20M - 7-2,=-2(z-z,)
2-(2+1)=-22+2(2+1) = 2-2-21=-22+4+2 = 2'=-22+6+4i.
L’écriture complexe de I’'homothétie h est'=-2z+ 6+ 4i.
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4 — La Rotation:
Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstzé
Soitb un nombre complexe de moddlet d'argumen®.

0z0C bz=€%z=|7€**? ce qui signifie quOM'= OM et

(O—I\/f;m): 0 + 2k, avec ke/Z.
La transformation z' = €z, définit M’ comme I'image de M pda rotationde
centre Qorigine du repere orthonornﬂé; i ) etd’angled .

5 — La Rotation excentrée :

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstzé

Soitb un nombre complexe de moddlet d’argumen®.

Soit ) un point du plan d’'affixez, .

La transformation :Z'-Zqg = €° (Z—-2Zg) , définit M’ comme I'image de M par
la rotation de centr@ et d’angle/.

Exemple :
Soit la rotationr de centreA d’affixe Z, =3 et d’angle6=727. Déterminer I'écriture

complexe de la transformation

- Soit M’ le point d’affixe z’, image de M d’affixe par la rotatiorr .
[ (M)=M'= AM'= AM et (AM; AM") =g+2kn

s

- 7-z,=b(z-2z,) avecb= cos(i—g +i sin(i—ZTj —e2=j.

Donc Z7-z,=b(z-2,) -
2'-3i=i(z-3i) =
2-3i=iz+3 =
2'=iz+3i+3 =
2'=i(z+3)+3.

L’écriture complexe de la rotationest : z'=i (z + 3)+ 3.
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