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| — Généralité sur les suites

1- Principe du raisonnement par récurrence :

Soit la propriété P(n) dépendant de l'indice n.
@ PO

(2) OkOIN;P(k) = P(k +1)

propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Exemple : Démontrer par récurrence I'égalité P(n) suivante :

Vne N,P(n):1+2+3+4+........ +n:n(n2+1).

Siles propositions{ sont toutes deux vraies, alors la

2- Définition d'une suite :

Une suite numeérique est une application de N (ou d’'une partie de N) dans R.
On la note :U ou (U,) ou (U,)

U:. N - R
0 — u(0)=uy estle premier terme de la suite u.

ndIN *

1 —u(l)=u; estle deuxieme terme de la suite u.

n — u(n)=u, estleterme genéeral de la suite u.
Exemples :

Soient les suites (U,) ; (V,) ; (W,) définies par leur terme général :
(U,) est telle que U,=2n+5; (V,) esttelle que V,= 2" ;

(W,) est telle que W,, = iz
n

3 — Mode de définition d’une suite :

Une suite numeérique peut se définir de différentes facons.
a) Suites définies parU ,=f(n):
Ce sont des suites définies par la donnée explicite du terme général U, en
fonction de n.

Exemple : Soit la suite (U, définie par U, = 2". Calculer les 4 premiers termes.

b) Suites récurrentes :
Ce sont des suites définies par la donnée de son 1* terme et d’'une relation
de récurrence U, = f(U,) liant deux termes consécutifs de la suite : (f est une

fonction).
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U,=2
Exemple : Soit la suite (U,) définie par U, =%Un ‘3

Calculer U ;U, ; Us; Uy et représenter graphiquement les termes de catite s

Réponse

n=0 :U1:%U0+3=4 , n=1 :UZZ%U1+3=5 ; US:E U, ==,
Représentons les termes de cette suite graphiquement.
Soit f:x- f(X) =%x+3 la fonction associée a la suite (U,).

umﬂ=fa%)=%un+3 etU,=2;

11 23
Ulzf(Uo)=4 ; U2=f(Ul)=5 ; Uszf(Uz):E ; U4:f(U3)=7-

Dans le plan muni d’'un repére orthonormeé on trace la courbe (&) de f et la
droite d’équation : y = Xx.

(€)
u@=%x+3

v

Uo Ul U
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4 — Sens de variation d'une suite :

a) Définitions :
— On dit que la suite (V) estcroissantesur N, si pour tout entier naturel non a:

Un+1_ Un 2 0 OU Un S Un+l .
—On dit que la suite () estdécroissantsur N, si pour tout entier naturel n on a :
Un+1_ Un S O OU Un+1 S Un .

—On dit que la suite (V) estconstantesur N, si pour tout entier naturel non a :
Una = U,
— On dit que la suite (V) eststationnairea partir du ranggp si pour tout entier

naturel n. des que = ny alors U, = Up

— On dit que la suite (U,) est a termes positifs, si pour tout entier naturel non a :
U, =0, VneN
Remarques: siU, >0V ne N.

[ (U,) est croissante] = {hz 1 }

[ (U,) est décroissate | - { %sl } ;

b) Théoreme :

Soit (u,) une suite définie par u, = f(n), avec f définie sur [0; +au [

Si f est strictement croissante, alors (u,) est strictement croissante.

Si f est strictement décroissante, alors (u,) est strictement décroissante.

Démonstration :

a) cas ou f est strictement croissante :

Pour tout entier naturel n, la fonction f est strictement croissante, donc
f(n+1)>f(n). D'ou : pour tout entier naturel n, Uy:1 > Up.

La suite (u, est donc strictement croissante.

b) cas ou f est strictement décroissante :

Pour tout entier naturel n, la fonction f est strictement décroissante, donc
f(n+1) <f(n). D'ou : pour tout entier naturel n, Uy:1 < Up,.

La suite (u, est donc strictement décroissante.
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NB : Ce théoréme ne s'appligue pas si la suite (u,) est définie par
récurrence (u,.; = f(u,)). Les variations de la fonction f et de la suite
(u,) ne sont pas touyjours les mémes.

Exemple : Soit (U,) définie par : U, =v2+n sur]0 ;+ oo [.

Déterminer le sens de variation de la suite (U,) sur JO ;+ oo [.

-0 --
Soit la fonction numérique f associée a la suite (U,) définie par : f(x) =v/2+ x.
1 . .
f'(x)= >0 ,V x >0.Donc f est strictement croissante sur ]0 ;+oo].
) 242+ x ] !

Par conséquent la suite (U,) est strictement croissante sur 0 ;+oo].
5 — Suites bornées :

— On dit gu’une suite numérique (U,) est majorée s'il existe un réel M tel que
VnelN, U, <M .M estun majorantde la suite (U,).

— On dit qu’une suite numeérique (U,) est minorée s'’il existe un réel m tel que
VneN, m=< U, .mestun minorantde la suite (U,).

— Une suite numérique (U,) est dite bornée si elle est a la fois majoree et
minorée C'estadire: . VneN, m< U, <M

U,=1
Exemple : Soit U la suite définie par sur N par : u =Ly _1-
n+1 _E n
Montrer que U est bornée par -2 et 1.
-0 --
1 :
U, =1 et Unﬂ:EUn -1;
(U estbornée par—2etl) <  (OnOIN, -2< U, < 1)

Démontrons ceci par récurrence.
nN=0;Uyg=1lona:-2< Uy < 1vraie.
Soit p € N; supposons que : =2 < U, < 1; montrons que -2 < Uy, < 1 avec

Upm=tU,-1;2< U< le-1< tu<toe2<ty-1<-1<
2 2 2 2 2

vraie a l'ordre (p+1). D’apres le principe du raisonnement par récurrence
(OnOIN, -2< U, < 1) < Dol lasuite U est bornée par -2 et 1.

n
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Il — Suites Convergentes — Suites divergentes

(U,) converge = lim Y.=! (0IR)

no+ow

(Si ¥ = +00 ou - 0 ou nexiste pas) Alors (U,) diverge.

a) — Suites définies par U , =f(n) :

Dans ce cas on calcule directement la limite en +oo .

b) — Suites définies par U .+, =f(U,) :

Si (U,) a une limite £ € R , alors € est une solution de I'équation : f (x) = x.
(la solution de I'équation f(x)=x est la limite éventuelle de (U,))

c)

— Etude de quelques suites récurrentes
» U=aUy+tb;(a+0;b+0):U, ., =fU,) avec f(x)=ax+b.

Soit « la solution de I'équation f(x)=x. On pose V, = U, — . On étudie la

convergence de (V,) puis on déduit celle de (U,).
_ U,=2
= Exemple: Soit U, =%Un 4

- Déterminer la limite éventuelle « de cette suite (U,) ;
- On pose V, = U, — . Etudier la convergence de (U,).

au, +b (c+0) :
cU, +d

U.,=fU,). Onrésout f(x)=x. Soient x et P les solutions de I'équation
f(x)=x.SoientA(x ;0); B(B;0);M,(U,;O0).

= Suites homographiques Upp =

u,-pg

U —-a

n

BM
On pose V, = L &V, =
AM

On étudie la convergence de (V,) puis celle de (U,).

— Propriétés des limites
a) Théoréme 1 : (admis)
Si (U,) et (V,) sont deux suites convergentes respectivement vers £ et £’.
Alorson a:
im W, +v,)=+f +¥ avec {'+0.

n - +o

b) Théoréme 2 : (des gendarmes)
Soient (U,) ; (V,) et (W,) trois suites telles que (U,) et (V,) convergent vers

£ etU, < W, <V, alors la suite (W,) converge vers ¥.
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c) Théoreme 3 : (admis)

= Toute suite croissante et majoree est convergente ;
= Toute suite decroissante et minorée est convergente.

IV — Suites Arithmétiques

1- Définition :  On appelle suite arithmétique toute suite (U,) définie par son
premier terme et une relation de récurrence de la forme : Uy,. = U, + 1 ; our est
un réel appelé la raison de la suite (U,).

U, =1
Un+1 :Un +2
Calculer les cing premiers termes de la suite (U,).
b) Déterminer la suite de raison r = -3 dont le terme d’indice 4 égale a 30.
Remarque : une suite arithmétique (U,)) est croissante si r est positive et
décroissante si r est négative.

Exemples : a) Soit (U,) définie par {

2- Expression du terme général U , :
Soit une suite arithmétique (U,) de 1° terme U, et de raison r.

Us
U,=U;+r
Us;=U,+r=U; + 2r

Us=Uz+r=U; +3r
Us=U,+r=U; +4r

VpeN, p<nona:. Uy=U,+(h-p)r & U,-U,=(h—-p)r
* Sile lerterme est Upalors U,=Up +nr . (p=0)
 Silel1®termeestU,alors U,=U;+(n=21)r . (p=1)

Exemples :

a) Trouver le 50° terme de la suite arithmétique : 12 ;16 ;20 ; ...

b) Trouver le N®™ terme de lasuite: 1;3;5;7; ......... :n.

3 — Somme des termes conseécutifs d'une suite arithm  étique :

Nous avons démontré par récurrence que pour tout entier naturel n, on a :

1+2+3+4+....... +n = ”(”2+1).
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Soit (U,) une suite arithmétique de 1 terme U, et de raison r. Posons :

Sn:U0+U1+U2+ ............ +Un.
Sh = Ug + (Ugtr) + (Upt2r) + (Ug+3r) + ........... + (Ugtnr) <
S, =U,+U, +....... +U, +(@+2+3+....+n)r =
U(n+1) fois
S, = (n+1) Ug + n(n+1) PN
Sn=(n;1)[2U0+nr] ou Sn=(n;1)[U0+Un]

(Somme des n+1 premiers termes

— Sile 1* terme est U; alors on a :

Sh==[2U;+(n-1)r] ou S == [U+U,] .

NS
NS

(Somme des n premiers terhes

Exemple : Calculer la somme des dix premiers termes de la suite
arithmétique: 4;6;8;10; ................

V — Suites géométriques

1- Définition :  On appelle suite geomeétrique toute suite (U,) définie par son
premier terme et une relation de récurrence de la forme: U,.1 = qxU,, ou q est
un réel appelé la raison de la suite (U,).

2 — Expression du terme général U  :

Soit (U,) une suite géométrique de 1* terme U, et de raison (.

Ui ; q
U,=qXx U
Us=q xU;, =g° Uy
Us=q xU; =q°U,

VpeN, p<nona:. U, =U,xq ™"
« SilelertermeestUyalors U,=UyXx q" (p=0).

« Sile1*terme est U, alors U,=U; xq " " (p=1)
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Exemple :
Déterminer le sixieme terme de la progression géométrique : 2 ;6 ; 18 ;.......
3 — Somme des termes conseécutifs d’'une suite géomét  rique :

Soit (U,) une suite géométrique de 1°*' terme U, et de raison q. Posons :

Sp=Ug+t U +Us+ ...l + U,.
dSn=qUo+qU; +qUo + ............ + qU,
(1— CI) Sn=U0—QUO+ Ul—qU1+ .......... + Un—qUn. =
(1-9) S, = U, — qU, =
(1-q) Sn:Uo_qU0><qn =
(1-q) Sy = U, (1_qn+1) And
1- n+l
S, = Up x - avecq *#1
— Sile 1* terme est U, alors:
S, =U; x _q; avecq #1
—Sig=1alors ona:
Sn =N U1 .

4 — Limites d’'une suite géométrique :

Soit une suite géométrique de raison g et de terme général U,
» Si|q|] < 1 alors (U,) converge et lim U, =0 ;

n-+ow

» Si|g| > 1 alors (U,) diverge.

5 — Limites de la somme des termes d’'une suite géom  étrique :

» Sig=lalorsS,=nu;et lim nU,=+w ;

n - +oo
n

» Sig>1lalorsS,=u;x 1- et lim S, =+ ;

1_q n -+

= Sig< lalors lim S, = :
n -+ 1—q
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6 — Progressions Arithmétiques et Géométriques :

Soit la progression de trois termes x ; y ; z.
(x;y;z sonten progression arithmétique) < ( x+z=2y )

(X ;y:z sonten progression géométrique) < ( xxz=y? )

VI — Tableau de Formules des suites arithmétiques et g@étriques:

Nature de la suite

Si I€'terme est

Terme Généraj U

Somme des termes

A =TT
(U,) est une suite ou
Arithmétique de Uo (p=0) U, =Up + nr S, = (n+3 [Uo + Uy

raison r 2
n
= —[2U; +(n-1)r
U, (p=1) Up=U+(n=-1)r = 2[ 1 +(n=1)r]
ou
S = Z[Us+U]
Up Un:UPan_p Si= onl_qn+1
1-q
avec &l
Uo (p=0) Un = Uo x(q |
(U,) est une suite
Géomeétrique de _ 1-q"
raison q U, (p=1) U= U, xg"™ Sh=Uix =
avec ¢l
U, Sig=1alors S, =ny
U,=2
Exercice : On considere la suite (U,) définie par : B
EE— U, =-U +4

a-/ Trouver la limite éventuelle « de la suite (U,).

b-/ On pose V, = U, — 8. Etudier la convergence de (U,).
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